I’Architecture
de la Vérité

Comment les paradoxes de l'infini
ont brisé les mathématiques et
donné naissance a l'ordinateur.
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Trois questions qui ont transformeé
notre conception de la verité absolue

Y a-t-il autant de nombres
pairs que de nombres
entiers ?
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Y a-t-il plus de points sur
une droite que de nombres
entiers ?

Peut-on prouver que les
mathématiques sont
cohérentes ?

Ces questions ressemblent a des jeux d’esprit. Elles ont pourtant remis en cause
'idée de vérité absolue et ont donné naissance a I'informatique.



La nature de I'infini : Un processus ou un objet ?

L’infini potentiel

I’infini actuel

——

Définition :
La simple possibilité d'aller toujours
plus loin.

Définition :
L'infini considéré comme un tout achevé
(ex: 'ensemble de tous les entiers).

Statut :
Un processus inacheve.

Statut :

Un objet mathématique concret
(Théorie des ensembles).




L'illusion de la quantité : L’art de la correspondance.
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Deux ensembles ont la méme taille si I'on peut associer leurs éléments un a un.
Par ce critere, les entiers pairs sont exactement aussi nombreux que tous les entiers.
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.a hiérarchie des infinis et la découverte de Cantor.
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'argument de la diagonale montre qu'on ne peut
pas numéroter tous les nombres reels.
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L’age de la rigueur et le grand réve de Hilbert

Le Projet (Début du XXe siécle) :
Formaliser entierement les
mathématiques pour en garantir
la certitude absolue.

Le Postulat ;: Linfini est traité comme
un objet manipulable, et la théorie
des ensembles sert de fondement
inébranlable a toutes les
mathématiques.
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Les théoremes d’incomplétude : La faille dans le systeme

Vérités
(Propositions vraies)

Démontrable
(Ce que le systeme
peut prouver)

[ : . : S : " ]
Un systeme formel assez riche contient des propositions vraies qu’il ne peut

pas démontrer. La vérité mathématique dépasse ce qui est prouvable.
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Leffondrement de la certitude absolue.
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Un systéme formel ne peut pas
démontrer sa propre cohérence.

Le Second Théoréme :




De la limite logique a la naissance du calcul.

Etape 1 (La Limite) : Etape 2 (Le Pivot): Etape 3 (L'Invention) :
Ce qui est indéemontrable en ..necessite une définition ..C€ qui pousse un mathématicien
logique formelle... rigoureuse de ce qu'est un britannique a inventer le modele

« calcul »... abstrait de tous les ordinateurs.
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L.a Machine de Turing:
L.abstraction devient mecanique.
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La machine formalise mécaniquement ce qu'est un

calcul. En cherchant a automatiser la logique, Turing
crée le modeéle conceptuel de I'informatique moderne.



Le Paradoxe de la Verteé : Comment un échec
a créeé le monde moderne.

L'Attente (Le Réve de Hilbert) La Réalité (La Découverte)




La boussole philosophique : Les grands débats.

Les limites de la

Ce résultat montre-t-il les
raison humaine, ou porte-t-

sur des systemes formels

logiciens défendent la seconde option).
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La méthode

Léternelle opposition entre
la rigueur de la preuve et |a
création pure de l'esprit
mathématique.
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Le fondement

des ensembles vacille ?

> Quel est le veritable fondement
des mathématiques si la théorie

La nature de I'infini

Linfini est-il une réalité physique

transcendante ou une simple
construction conceptuelle ?




La vérité n'est pas relative, elle est inépuisable.
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—~" Le théoréme d'incomplétude ne montre pas que la vérité est relative. ™~

|l prouve de maniere absolue qu'aucun systeme fixe ne pourra jamais
capturer toute la vérité. Le savoir est, par nature, une frontiere infinie.
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